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® 6. Ubung: 29.01.15
® 7. Ubung: 05.02.15
® 8. Ubung: 12.02.15

B Zusatztermine (freiwillig):
® Fragestunde: 12.02.15, 17:00 Uhr
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® Ort: Seminarraum IIIT (Westhochschule, Geb. 06.35)
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1. Ambiguitatsfunktion
2. Wigner-Ville-Verteilung
3. Kreuzterme bei der Wigner-Ville-Verteilung

3 15.01.2015 Methoden der Signalverarbeitung - 5. Ubung Institut fur Industrielle Informationstechnik



1. Ambiguitatsfunktion ﬂ(".

Korrelationsfunktion

® Vergleich eines zeitverschobenen Signals mit dem urspringlichen
Signal

Fy

o—e Su(f) = |X()?

® Fourier-Transformierte: spektrale Energiedichte
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1. Ambiguitatsfunktion A(IT

»Korrelationsfunktion“ im Frequenzbereich

® Vergleich eines frequenzverschobenen Signals mit dem urspringlichen
Signal

® Fourier-Transformierte: zeitliche Energiedichte
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1. Ambiguitatsfunktion -\“—(IT

Ambiguitatsfunktion

® Vergleich eines zeit- und frequenzverschobenen Signals

Age(7,0) = <:1:' (t + %) e 270/t o (t _ Z) e—j27r(79/2)t>t

2
00 _ FrF
:/ :U(t—l—z)x* (t—z)ej%mdt O—o19
e 2 2
Wm(t,f):/ x(t+%) x" (t—%) e IIIT q 7

® zweifach Fourier-Transformierte: Wigner-Ville-Verteilung
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2. Wigner-Ville-Verteilung

Temporire AKF der
Funktion im Zeitbereich

K3 (-3

Fs

?;—l

Wigner-Ville-Verteilung
W (2, )

T2 Fs A

Ambiguitdtsfunktion
A (T,9)

15.01.2015 Methoden der Signalverarbeitung - 5. Ubung

AIT

Karlsruher Institut far Technologie

Fs

T

Temporire AKF des
Spektrums

X(r=3)x(r13)
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2. Wigner-Ville-Verteilung ﬂ("‘

Eigenschaften

® Integration Uber die Zeit - spektrale Energiedichte
[ Wt at=1x(1)P

® Integration Uber die Frequenz - zeitliche Energiedichte
| Waaltpas = jato)?

® Integration Uber Zeit und Frequenz - Signhalenergie

f_o; /_Z Wao(t.f) dt d f = E,
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2. Wigner-Ville-Verteilung ﬂ(".

Eigenschaften

® Translationsinvarianz
2'(t) = x(t —ts) oo Waa (t,f) = Waa(t —ta,f)
z'(t) = x(t) 277t oo Waa(t,f) = Waa(t.f — fa)
2'(t) = x(t —tz) &2 oe Wore (t,f) = Wae(t — ta,f — fo)

B Affininvarianz

xa(t) — |a|1/2x (_) o—e W:ca:ca(taf) = Wz (éaaf)

® Moyals Formel

|<$(t)7y(t)>t|2 — <me(t7f)7wyy(tﬂf)>t,f
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2. Wigner-Ville-Verteilung ﬂ(".

Folgerungen aus Moyals Formel

B Spektrogramm

SY.5) = |FF @ = |(o(e), vt = 1) 27
— <Wxx(t,7fl)7 W’Y’Y(tl o t7fl - f)>t’,f’

tl

® Skalogramm

W (ab)| = <$(t)’\/1|7|¢ (t a b)> |

_ <Ww(t,f)aWww (t;b’af)>
t,f
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3. Kreuzterme bei der Wigner-Ville-Verteilung &(IT

Kreuzterme

® Bei der Wigner-Ville-Verteilung wird das Signal quadriert. Dadurch
entstehen Kreuzterme oder Interferenzterme.

® Wigner-Ville-Verteilung einer Summe von Signalen

=D ciwi(t) oe Wisl(tf) = ZZczc Wasa; (£.f)

=1 g=1

Als Kreuzterme werden die Terme bezeichnet, die fir ¢ =£ 5 entstehen
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3. Kreuzterme bel der Wigner-Ville-Verteilung ﬂ(".

Im Ambiguitatsbereich:
® Autoterme liegen meist im Bereich der Achsen
B Kreuzterme liegen meist aul3erhalb

o /4,
2B x(r) = et 4 2Tt xz(z):(ﬁ) (e—zf

Aiﬂlﬂil (T?ﬁ) ACUQZUQ (T?ﬁ)

~ Kreuzterme y @&

- Ambiguitatsbereich eignet sich zur Trennung von Nutz- und
Kreuztermen
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3. Kreuzterme bei der Wigner-Ville-Verteilung ﬂ(“.

Im Zeit-Frequenz-Bereich:
® Autoterme sind nichtnegativ
B Kreuzterme oszillieren

Kreuzterm

- Glatten der Kreuzterme

durch Tiefpassfilterung
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3. Kreuzterme bel der Wigner-Ville-Verteilung ﬂ("‘

Unterdrickung der Kreuzterme

® Verwendung des analytischen Signals

—> bei reellen Signalen keine Interferenz zwischen positiven und negativen
Frequenzanteilen

® Cohen-Klasse

—> Multiplikation der Ambiguitatsfunktion mit einem Tiefpasskern
o (6 f) = FriFo{Awa(1,09) - (7,9) }}

—> Filterung der Wigner-Ville-Verteilung mit einer Tiefpassfunktion

Cao(t,f) = Waa(t,f) 1‘ - FrAFa{2(r0)})
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ﬂ(IT nT

Karlsruher Institut far Technologie

Aufgaben
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Aufgabe 1: ﬂ(".

Eigenschaften der Wigner-Ville-Verteilung

T

Zeigen Sie, dass die Auto-Wigner-Ville-Verteilung reell ist, selbst wenn
das Signal komplex ist.
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Aufgabe 2: Kreuzterme ﬂ(".

Karlsruher Institut far Technologie

T

Gegeben ist folgendes Signal:
y(t) = 1+ 27t
a) Bestimmen Sie den Wignerkern

(t.7) (t + T) . (t "’)
Wyy\ T, T ) = 1 o) .

b) Bestimmen Sie die Verteilung

~o
Wyy(t.f) = / Wyy(1.7) e 2T d

c) Welcher Term des Ergebnisses entspricht dem Nutzterm, welcher dem Kreuzterm?
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Aufgabe 3: ﬂ(".

Ambiguitatsfunktion, Moyals Formel

T

Gegeben ist folgendes Signal:

x(t) = exp(—/31?)
a) Berechnen Sie die Ambiguitatsfunktion A....(7,1) des Signals x(t)
b) Bestimmen Sie die Signalenergie £,
c) Wie lautet die Wigner-Ville-Verteilung W,...(t,f) des Signals x(t)
d) Zeigen Sie, dass

(). ()42 = (W (6. F ), W (£.6)) e 5
gilt.
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Aufgabe 3: Ambiguitatsfunktion, Moyals
Formel

T

m a) Gegeben: z(t) =e 7" | Gesucht: Ao (7,09)

A (7,09) = / T (t—l— %) -z (t — %) -exp (j 2mdt) dt
[ )’ )’ j279t) d
= / exp (—B (t+ 5) - (t— 5) )exp(JZW t) dt
— / exp (—26752 — B?) exp (j2mdt) dt
— o0 Inverse Fourier-Transformation
-2
= exp (—B?) / exp (—2,8t2) exp (j27dt) dt

A 7

Fit

19 15.01.2015 Methoden der Signalverarbeitung - 5. Ubung Institut fur Industrielle Informationstechnik



Aufgabe 3: Ambiguitatsfunktion, Moyals
Formel

2
T 7
® Korrespondenz: €Xp (—atz) o—e \/; . exp (_af2>

® Dualitat der FT:

s(t) o S(f)

Karlsruher Institut far Technologie 'I’T

& S(t) o—e s(—f)

T
) \/7-exp(
a

2

—Zt2> o—e exp (—afz)

Ergebnis:

2
Ao (1,09) = \/%exp (—B%

7'('2 9
‘%ﬁ)
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Aufgabe 3: Ambiguitatsfunktion, Moyals
Formel ﬂ(".

® b) Gesucht: Signalenergie FE,

Die Signalenergie wird aus der Ambiguitatsfunktion berechnet:

Ape (1,0) = \/%exp (—ﬁ%) - exXp (—;—6192)

Alternativ: E, = (x(t),x(t)) = / exp (—251°) dt = %
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Aufgabe 3: Ambiguitatsfunktion, Moyals
Formel ﬂ(".

® c) Gesucht: Wigner-Ville-Verteilung des Signals

oo

Waa(t,f) = /fﬁ (H %) o (t_ %) xp(=i2mfr) dr

— 00

Hier Berechnung dber Ambiguitatsfunktion:

Wez(t,f) = / /AM(T,,”LS‘) exp (—j2n0t) ddexp(—j2nfr) dr

-0 —CO

— / / \/%exp (—57) . exp (—%192) exp (—j2mdt)exp (—j2nfr)dd dr

— 00 — OO
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Aufgabe 3: Ambiguitatsfunktion, Moyals
Formel ﬂ(".

2
Werltaf) =\ [25 [ e (—5%) exp(—j2nfr) dr
i 2
- / exp (—;—6?92> exp (—j2mdt) d v

= 27 - eXp (—26752 — %WQfQ)
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Aufgabe 3: Ambiguitatsfunktion, Moyals
Formel ﬂ(".

® d) Zeigen, dass Moyals Formel gilt

[z (), 2(t))e)* = Waw(t,f), Waw (8,)) e

Linke Seite:
50 2
(alt) 2O = | [ exp (~68) - exp (~5#%) d
~ Vs
"~ 23
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Aufgabe 3: Ambiguitatsfunktion, Moyals
Formel

Rechte Seite

<

aca:(t f)

15.01.2015

W (t.F))e s = ]O fzg-ex

= 27 exp( 46752) dt -
5 e.@

~ 27 T T

‘F'\/E'\/W/ﬁ

_om
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Aufgabe 5: Moyals Formel

Ein periodisches Signal y(#) wird in eine Fourier-Reihe entwickelt:

d)

15.01.2015 Methoden der Signalverarbeitung - 5. Ubung

OO
y(t) = Y Ypel2rkho!

k=—oc
Berechnen Sie die Wigner-Ville-Verteilung W, (. f) des Signals.

Geben Sie das Signal I-F[-”yy(t_.f] an, das nur aus den Autotermen der Wigner-Ville-Verteilung zusam-
mengesetzt ist.

Berechnen Sie mit Hilfe von Moyals Formel das Spektrogramm S’;(i,f). Als Analysefenster soll der
Gaul-Impuls

1
G\ 1 3 9
vty= (=) exp|—=t

verwendet werden.

2
. Als Analysewavelet soll das

Berechnen Sie mit Hilfe von Moyals Formel das Skalogramm ‘H-'j"{(.;,b)
Gabor-Wavelet

verwendet werden.

AIT
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Aufgabe 5: Moyals Formel

®a)

o0
Gegeben: y(t) = Z Y, e/2mkjot Gesucht:

k=—00 wy (t)

yy t f S‘ T Yk}/l Tk Ty (t f)

k=—occl=—0c0

1.) Berechnung von Wy, s, (¢,f):

oo

Waya, (8,f) = / Tk (t + %) x; (t — %) e 127 qr

— 0o

_ /ejQ'frkfo(t—l—%) —327rlf0( )8 jQTrdeT

— OO0
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Aufgabe 5: Moyals Formel A(IT

®a)

1.) Berechnung von Wy, », (t,f):

W (8,f) = / o2k fo(t+%) p—i2nlfo(t—%) p—d27fT g7

— 0

o0
_ /6327r(k l)fot6327r 5 nge 327rf7'd7_
—0oo

oI2m(k=1) fot . F. {ej2ﬂk+l

_ pi2m(k=Dfot . § (f B k + lfo)

foT}
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Aufgabe 5: Moyals Formel

®a)

1.) Berechnung von Wy, », (t,f):

Wops (8.0) = 20005 (1 = gy

|

5 5 wpereonn s (sl

k=—o0l=—00

® b) Autoterme fur k = {:

o0

W, (t,f) = Z Yiel?0 (f — K fo) :{> zeitunabhangig

k=—occ
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Aufgabe 5: Moyals Formel &(IT
| Q)

Gesucht: Spektrogramm S, (t,f) mit Hilfe von Moyals Formel und

ARNEETS
t)= (= 2
v (%) (ﬁ e
Spektrogramm nach Moyals Formel:
Sy (t.f) = f / Wy & YW, (' —t,f — f)dt'df’

~

=S Y nyy /fem(k Doty (f _k+lf0) Woy (8" — 8. — f)dt'df

k=—o0 l=—cc

—00 —O&0

Wigner-Ville-Verteilung des
Analysefensters
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Aufgabe 5: Moyals Formel A(IT

B Q)

Wigner-Ville-Verteilung des Analysefensters:

o0

Waqy (t,f) = / Y (t + %) ol (t — g) e J2mITdr

Wy, (t,f) = \ 7 o /e G )e_g(tz_ﬁL%)e_jzﬁdeT
T

W’Y’Y (t’f) — \/geﬁﬂ / e_§7-2e—j27rf7'd7_
_ B s —£r?
W4 (t.f) = ;e Fle 17 }
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Aufgabe 5: Moyals Formel A(IT

B Q)

Wigner-Ville-Verteilung des Analysefensters:

W’Y’Y (taf) — \/ge_ﬁtzf{e—gfrz}
Wy (t.f) = \/E —Bt” \/ge 4= f2

W,y (t,f) = 2e” e B

L} In Spektrogramm Formel einsetzen
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Aufgabe 5: Moyals Formel

S““tf / / Wyy () Wy (¢ — £.f — £) dt'df

= > v [ [fermeoonts (P w0 - - padar
k=—oco l=—00 0 — 60

(0. ¢] o0 ) o0 . ’ k_|_l
- y: y: Y Y, /632 (k=D ot Wy (t’_ fO_f)

k=—oo l=—00

— o0

_ Y Y wap [ e s ) (e

k=—ool=—0o0 _o
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Aufgabe 5: Moyals Formel A(IT

| Q)
S0 3w [ e s (0
k=—o0 l=—0o0

— 0

oo
oo

23 3 e T [ et g

k=—o00 l=—0cc o

(®.]
oo

9 Z Z Yk}/}* —4— kil f) /e—@(t,—t)zejQ’ﬂ'(k—l)fOt/dtl

k=—o00 l=—0c0 o

o0 o0 . ﬁ k+l p  £\2 (e — —Bt'?
2 S S vaype 5 (=) gizn Dot pro-By

k=—o0l=—0o0
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Aufgabe 5: Moyals Formel ﬂ(".

® )
— ko= aT (B fo— ) 2m(k—1) fot [ o BE”
=2 S: S: YiYile "\ 2 e Fle }|f=—(k—l)fo
k=—ocol=—0c0

22 (k—1)2 £2

ﬂ_Q 2 .
5 j;: j;: Y%Yfe—4jr(%yib—f)eﬁwﬂk_”ﬁﬁ %e_ C

k=—o0l=—0o0

o0 . @)

. _4ﬁ(ﬁf —f)2 or(hU)for | w2 -02s3
2 Y Y v yre te e ond) grzm(k=lfo 3¢ G

k=—oc0l=—0o0

T v s« j2m(k—1)fot —4”2(’“2+l2f2—(k+l)fof+f2)
=2,/5 > 3 vyt

k=—oc0l=—00
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Aufgabe 5: Moyals Formel A(IT

B d)
Gesucht: Skalogramm |W;P (a,b) \2 mit Hilfe von Moyals Formel und
1
4
W (t) = <é> ol =51) g72m et
m

Skalogramm nach Moyals Formel:

W @) = [ [ Wy )W (t;b,af)dfdt

— 00 —00O

i i Yk}/l*/ /ej27r(k—l)fot5 (f— k+lfo)WW (t— af)dfdt

—00 —00 N ~

Wigner-Ville-Verteilung des
Analysewavelets
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Aufgabe 5: Moyals Formel A(IT

)

Wigner-Ville-Verteilung des Analysewavelets

() = () - e

LD Www tf 'w (tf fw)

w20 f— . 2

b In Skalogramm Formel einsetzen
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Aufgabe 5: Moyals Formel T

a d)
W ah)P = [ [ W6 Ww( ,af) afdi
©, & [ oo k41 t—b
= Z Z Ykl/l / /ejz (k' l)f0t6 (f fO) quw ( . ,af)dfdt
k=—o0 l=—00 50 —00
< X i L=b k]
_ Z Z Yk'lfl* / ej27T(k—l)fotW¢¢ ( - -l_ f0> dt
k=—ocol=—0o0 o

Z Z Y, Y / ej:zw(k_l)foth—ﬁ(%)Qe—le( o H fo—fa)” gy

k=—oc0 l=—00 oo
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Aufgabe 5: Moyals Formel A(IT

B d)
|W (a,b) |? y‘ y‘ Y, Y /ejzw(kz)fotQG—B(tab)ze—ng( o H fo—fa)” gy
k=—o0 [=—0o0 50

—2 3 Y vype (et / o B(5) im0 ot g

k=—o00 l=—cc

oo

2> 3 Y viype tH (o) / o B(52) im0 ot g

k=—o00 l=—0c0

B L k+z - — =
2 7 T YiYye 1% (a5 o= fa) e2m (ol Fremay)

k=—oc0l=—x
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Aufgabe 5: Moyals Formel ﬂ(".
| d)
_9 S: y: Yle*e_“ (a2 fo—1f.)’ 27 (k=1) fob ]_—{e—a— }\f——(k—l)fo
k=—ocol=—00
> > n? (g kil 2(k‘ 1?2 f2
— 9 Y Y kal*e—‘lg( fo—fz) ol 2 (k— l)fob|a| /
k=—oc0l=—0o0

N . Q(k 2 £2
9 ;‘ S‘ Yle*e_4 = (a2 fo—fr)” o 27 (k— l)fob|a| /
k

=—o0l=—0c0

= 2|q| S‘ y‘ Y, Y ed2r (k=D fob iz (L2 2 (k) afo fo+ 1)

o0 l=—0oc
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Aufgabe 5. Moyals Formel A(IT

)

Wy (ad)? = 2lal Y IR T ol G R I G L

k— o0 [=—o0

Mit den Substitutionen t = b und f = E ergibt sich die Zeit-Frequenz-
Darstellung: a

T S‘ Yy*ej%r(k ) fot

k— oo l=—0o0

(W2 ()|

2 k2112
iz ( 2 I fO —(k+l)f°fm+f>
‘€

15.01.2015 Methoden der Signalverarbeitung - 5. Ubung Institut fur Industrielle Informationstechnik



Aufgabe 5: Moyals Formel ﬂ(".

Veranschaulichung

Periodisches Signal & Analysefenster Fourier-Koeffizienten
3 1 *
* Y(f)
9 l,"\\ -~ T(f) mit =14
0.8 7oV TD(f) mit =8
| \
1 L
0.6 P
Y
0F ’ ‘.-' B ’
3 !
) \
0.4 g 3
_1 o _.'.l \" ®
o \
."’l ! "
! !
_9 0.2 If ‘\ 1
/ \
/ \
3 P h
~1.5 R S 1 2 3
! f

42 15.01.2015 Methoden der Signalverarbeitung - 5. Ubung Institut fur Industrielle Informationstechnik



T

Aufgabe 5. Moyals Formel ﬂ(l:ll

Spektrogramm fur 8 =4
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Aufgabe 5. Moyals Formel ﬂ(!:Il

Spektrogramm flr 3 =8

sttt
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Aufgabe 5. Moyals Formel ﬂ(l:ll

Skalogramm fur 3 =8, f, =3
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